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Unidad 1: Sucesiones

Convergencia, aproximacion infinitesimal y limites.

Férmulas y graficos

Problema 1 Realiz4 un grafico aproximado de las siguientes funciones:
af :N*R [ f(n)=3n- 2

b) g:N™ KR gn)=4(n—\)2+ 3

c) h:N" R h(n) = —3(n —I)(n + 3)(n —1)

dj:N*R /" j(n) =10(1)n+ 13

e) k:N* R /[ k(n) =—2sen(n]|)

E limite de una sucesién se puede definir de manera coloquial como el nimero
al que “se van acercando” los términos de la sucesion (an) a medida que aumenta
el nimero de término (n). Si al limite de la sucesion lo llamamos /, se puede
escribir:

lim an=/ (o] an -------- * [
n-5+ro n->+ro

Problema 2 Calcula los limites de las sucesiones.

man=3n—2 . dn=10(1)n+ 13
m bn=4(n—2)2+ 3
mcn=—3(n—1)(n+ 3)(n—\) men=—2sen(n]|)

Problema 3 Calcula el limite de cada una de las sucesiones.
a)

man = n mbn=(—1l)nel - M=5+ = - dn = 3+ (—1)n-£
b)
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bn=(-1)ne(8)r h=-3 +(1)n - dn=(J)n+ 5

an = (3y bn=(-1)n¢(8)" =-3+(3)n - dn=(3" +5

Estudio de limites

Problema 4 Considera la sucesion:
an =rn

¢ Para qué valores de r la sucesion es convergente y para qué valores es divergente?

Calculé el limite de las sucesiones suponiendo valores de r para los cuales rn es conver-
gente y valores para los cuales es divergente.

an=rn—4 bn=3ern+5 cn dn=rn+r(-n)

Problema 5 Para cada una de las siguientes sucesiones, realiza un gréafico en el plano
cartesiano y un gréfico en la recta numérica. Luego calcula su limite.

an= (10)n bn= 5+ (Jo) m=-3+(Jo) mdn= 8- (Jo)

Problema 6 Calcula los siguientes limites:

~ n+3 ] . ,

A WMo ) Jmokzl; +6 &) WMo 7 R +4
n J i _ )

O o 2n D N Pof 21 —4 D alimo- 3fé) - 5

B limite de una sucesién an es /, es decir [imn*+raan = /, si y solo si:

ve > 0,3n0e N tal que Vn > n0,\an—/| < e

Para todo e (épsilon) mayor a cero, existe un no (ene cero) pertenenciente a los
numeros naturalales (N) tal que para todo n (ene) mayor o igual a n0, la distancia
entre el término enésimo de la sucesién (an) y el limite (/) es menor que e.

Problema 7 Utilizando la definicion de limite y GeoGebra, estudia la existencia de los
siguientes limites.

. (n+1Y fn+1ly 2 (n2+1\n
a) lim = --mn b) lim |, - o I — —
n T4 n J nJ‘+roI n J n"-rkn”"\ n2 |
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0 n+1 2N o n+ 1 fn +1"-n
i e) Iim im . ————
) Wl > p D P\

Problema 8 En cada caso defini el término general de una sucesién an que cumpla con

lo pedido.
a) nkmo an =2 d ao = —9yansead- Q) nIir_'rjroan =0
b) Jim an=—3 vergente. S h) an sea oscilante y con-
n +o €) an no converja ni diver- vergente.
ja i) an sea oscilante y di-
C) Jimyan = ¢ f Hm,an = e3 vergente.

Sucesiones y funciones

Problema 9 Sean:
f :R" R talque f(x)=3x2+1

man= 2+ (10)n cn=- 3+ (lo)
bn = (4)n dn=-n

calculd los siguientes limites.
a) nI|’r:prof(an) b) nlir:prof(b n) C) nI|’rjprof(Cn) d) nIl’qu(__)f(d n)

Problema 10 Estudia los limites de las siguientes sucesiones.

n

an=onen+ . dn = sen(bn)
n . kn = cos(an)

bn:2n-rl+(—l)n"n In = cos (bn)

cn = sen (an)



Unidad 2: Limite de funciones

Asintotas y continuidad.

Limites puntuales

Problema 1 Considerando las funciones y sucesiones del Problema 9 de la Unidad 1,
completd los puntos suspensivos del limite de manera que sea verdadera la igualdad.

a) le\m 3x2+ 1 = nj\l’mof(a n) c) Xl;m 3x2+ 1 = nj\imof(c n)
b) Jim 3x2+ 1= Nm f(bn) d) Jim 3x2+ 1= Jim f(dn)

Problema 2 Calculéa los siguientes limites.

1 -
VBT D3
. 1 Cox+ 1
b) lim ---------- 2 = e) lim
XN2(x - 2)2 x-1x-1
i -5 i x-1
VM TE 0T

Una definicién posible para el limite puntual de una funcién.

)I(l’,(gf(x) = | <=>V(an)nEN tal que nl\l’mo an= a, nj\l’wof(a n) = |

Primer corolario: si una funcion tiene limite en un punto a, entonces ese limite se
puede calcular como la composicién entre la funcién y una sucesion gue tienda
aa.

Segundo corolario: si existen dos sucesiones que ambas tienden a a y las com-
posiciones entre una funcién y las sucesiones tienen limites distintos, entonces
la funcién no tiene limite en a.
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Asintotas

Problema 3 Calculd los siguientes limites.

. 2 o X 2
N ) By 4 2
1 N _
) i ) ligen( =
x—1(x+1)2
sen(x
I{ X —4 j) anoe x()
°) xAnJQ X+ 2
X —4 K) I'IGe 2721 + 4
d) i X- yo)
) xl-né X+ 2
X —3 ,
. ) lim 27-1 +4
1M —
e) X|_rg 79 X— @ \B\JJ
, X 3 . 1o¥_ 4=
D x“—me 2—9 m) X“-moe?_e T
. X +2 . 1 ¥ _
9Dy 2 " HMep 78X —4 =

Se dice que la funcién f posee una asintota vertical en x = x0 si y solo si
\imf (x) = ro. (Notar que el simbolo que representa al infinito no tiene signo.)

Se dice que la funcion f posee una asintota horizontal en +ro de ecuacion
y = yOsiy solo si Xkl’mof(x) = y0. De manera andloga se define la asintota

horizontal en —ro.
Problema 4 Halla el dominio natural y las asintotas de las funciones del Problema 3.

Limites con polinomios

Problema 5 Calculd los siguientes limites y halla las asintotas horizontales de las fun-
ciones, en caso de gue tengan.

a) X[;mrox3—3x2+ X+ 1= b) X,{;rgrox 3—3x2+x + 1=

10
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X3—3x2+x + 1

) xJ\+roX2+ 2x—9 ) XM +102x3—3%x2+ X —4
loooooo 3—3x2+x + 1
d) _Jim ol peTerens
xJ‘+rox2+ 2x—9 j) X/\lr_nro 2x3—3x2+ x —4
 x3—3x2+x+1 5x2+ 6x + 8
e) xJ\'-rknro X2+ 2%x—3 K) lim
xA+10 3x2-4 x- 4
5 iim X3—3x2+x + 1 7x3+ 2x2 3x 1
XN-ro x2+ 2x—3 h lim
X+ 1o 4x + 3
9 i xi—3x§+x+1 7x3+2x2 3x 1
xN+rox4+ 5x3—x —5 m) Am
) X’l>—F0 4x + 3

Xx3—3x2+x + 1

h) lim
x™-ro x4+ 5x3—x —5

Problema 6 Halla el dominio natural y las asintotas verticales de las funciones del Pro-
blema 5 utilizando GeoGebra.

Continuidad

Problema 7 Sea

X2- 4

fiR- (-2} "R [ f(x)="

si quisieras extender el dominio de la funcién a todo R, ¢qué valor elegirias paraf(—2)?

X2- 4
X+ 2

1
1
N

si X
f(x) =

si x= 2

Problema 8 Sea

2
g:R-{3H R / f(x) =
X 3

si quisieras extender el dominio de la funcién a todo R, ¢qué valor elegirias paraf(3)?

11
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2
3 si x=3
g(x) =
si x =3

Se dice que la funciéonf es continua en x = x0, con xOe Dom(/), si y solo si

Xigaf (x)= f (x0)

Seaf una funcién y xOe Rtal que x Oe Dom(f), existen dos posibilidades:

| XIAanf x) =k ke R m No existe XI,{%f(x)
B dominio def se puede extender El dominio de f no se puede ex-
de manera continua en x = x Ode- tender de manera continua en x =
finiendo xq.
f (x0) = k Se dice que f tiene una disconti-

) i ) . nuidad esencial en x = x 0.
Se dice que f tiene una disconti-

nuidad evitable en x = xo.

Problema 9

a) Para cada una de las siguientes formulas, halla su dominio natural y defini una fun-
cion con ese dominio.

x2- 16 X2+ 3x- 4
X- 4 X2+ 6x + 8
X- 4 2x3- 14x- 12
x2- 16 X2- 2x- 3
x2- 5x+ 6 x3- 7x- 6
X- 2 X- 3
X- 2 - 2x3+ 3x2+ 11x- 6
Xx2- 5x+ 6
X- 2
x3+ 3x2+ 2x + 6 <2 5 14
X+ 3
X 7

b) Para cada una de las funciones definidas en el item anterior, decidi para cuales de
los valores que no pertenecen a su dominio es posible extenderlas de manera que
resulten continuas y redefinilas de esa manera.

12
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Problema 10 Para cada caso traza, si es posible, el grafico de una funcion que cumpla
simultaneamente con las condiciones dadas y respondé las preguntas.

a - Dom(f)=R- {-1;4} f tiene una discontinuidad esencial
m m_f(x) = —ce enx0= 4.
X"—ee .
) )J/\rﬂl.f (x) =5
" Ximad () = 3
C+(f) = (—5; 3,5) u (4; +ro)
-f(—5)=0

¢Es verdad quef tiene una discontinuidad evitable en x 0 = —17?

b) m Dom(g) =R No existe Xkunoeg(x)
2 . _
- img8) = — im0 = 4
¢Es verdad que g tiene una asintota horizontal de ecuaciony = —2?
c) mDom(h)=R—{—3;3 im h(x) =+o
) (h) { } (Am (x)
" HAmh(x) =5 lim h(x) = +ce
] XN3—
" AP () =5 lim h(x) = —oe
x"3+
m |im h(x) = —oe
XN—3— C+(h) = (—oe;—4) u (—3;3) u
(4; +ce)

¢Es verdad que h tiene dos asintotas horizontales?

d - Dom(k) =(1;7) lim k(x) =6
m lim k(x) = —3
Jim k(x)
¢Es verdad que k es continua en todo su dominio?

Suponiendo que k es continua en todo su dominio, ¢es verdad que k tiene por lo
menos una raiz?

13
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Unidad 3: Derivada

Velocidades, razones de cambio y rectas tangentes

Velocidades

Problema 1 Dos automoviles comienzan a viajar por la misma ruta al mismo tiempo.

a) Del auto A se sabe que a la hora de haber partido se encontraba en el km 122, que
a las 7 horas de haber partido se encontraba en el km 590 y que su velocidad fue
constante durante todo el viaje.

(i) ¢A qué velocidad viajo el auto A?

(i) ¢En qué km esta la ciudad de donde partié?
(iii) Si su viaje duré 8 horas, ¢hasta qué kildbmetro llegd?
(iv) ¢Es verdad que fue siempre a la misma velocidad?

b) Del auto B se sabe que su posicién en la ruta en funcién del tiempo se puede calcular
con laférmula g(x) = —2x3+ 24x2+ 100.

() ¢Es verdad que, al igual que el auto A, a la hora de haber partido el auto B se
encontraba en el km 122 y que a las 7 horas de haber partido se encontraba en
el km 5907

(i) ¢A qué velocidad viajé el auto B?

(i) ¢En qué km esta la ciudad de donde partio?

(iv) Sisu viaje dur6 8 horas, ¢hasta qué kilémetro llegé?

(v) ¢Es verdad que fue siempre a la misma velocidad?

c) Para realizar comparando el comportamiento de ambos autos.
(i) ¢Cuél fue la velocidad media de todo el viaje del auto B? ¢Y su velocidad media
entre una horay 7 horas luego de haber partido?

(i) ldentifica intervalos de tiempo para los cuales la velocidad del auto A haya sido
mayor a la velocidad del auto B y viceversa.

(i) ¢Existen instantes en los cuales ambos autos fueron a la misma velocidad? Si
tu respuesta es afirmativa, deci aproximadamente en cuales. Si no, justifica por
qué.

(iv) ¢Como se podria calcular la velocidad instantdnea del automovil B a las 4
horas de haber partido? ¢Y a las 6,5 horas de haber partido?

(v) Describi un procedimiento para calcular la velocidad instantanea del automovil
B a las x O horas de haber partido.

15
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Problema 2 Una pileta de natacion que tiene una capacidad de 10000 litros se llena
mediante una bomba. La siguiente tabla muestra la cantidad de litros de agua que habia
en la pileta para algunos momentos luego de haberse prendido la bomba.

minutos  litros
2 2000

5 2750

¢A qué ritmo opera la bomba?
¢, Cuéntos litros de agua tenia la pileta al momento de encender la bomba?
¢, Cuénto tiempo tardara en llenarse la pileta?

¢, Cudl es el gréfico que represente la cantidad de agua que habra en la pileta en
funcion del tiempo?

Problema 3 En otra ocasion, la bomba que se utilizaba para llenar la pileta del Proble-
ma 2 se descompuso Y funcion6 de manera irregular hasta que dejé de andar. La férmula
f(x) = -3 x3+ 20x2+ 250x + 1000 informa la cantidad de agua que habia en la pile-
ta (medida en litros) en funcién del tiempo (medido en minutos) desde que se prendio la
bomba hasta el momento x i en que dejé de funcionar.

a)
b)

0)

d)

¢)

¢,Cuantos litros de agua tenia la pileta en el momento en que se encendié la bomba?

En el momento en que se encendié la bomba, ¢operaba a un menor 0 a un mayor
ritmo gque cuando funcionaba correctamente?

Identifica dos instantes en que la bomba operé a mayor ritmo y dos instantes en los
cuales oper6 a menor ritmo de lo que deberia haber operado.

¢Es verdad que la bomba dejo de funcionar antes de los 30 minutos desde que se
encendio?

¢Es verdad que a los 24 minutos de haberse encendido la bomba ya habia dejado
de funcionar? ¢Y alos 257

¢Cudl es el valor de x 1? Defini un dominio para la formula de manera que la funcién
resultante sea correcta para el problema.

Calcula el ritmo medio al que oper6 al bomba desde el momento en que se prendio
hasta que dej6 de funcionar.

Problema 4 Considerando el Problema 1, calculd diez velocidades instantaneas del
auto B de manera que te permitan trazar un grafico aproximado de la funcién que describe
la velocidad instantanea del automévil en cada instante x. Recorda que del auto B se
sabe que su posicidn en la ruta en funcién del tiempo se puede calcular con la formula
g(x) = - 2x3+ 24x2+ 100.

Problema 5 Maxi sale de su casa a dar un paseo en bicicleta. El grafico muestra la po-
sicién de Maxi respecto de su casa (medida en kildmetros) en funcion del tiempo (medido
en horas).

16
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Observa el gréafico y respondé las siguientes preguntas:

a) ¢En qué intervalos de tiempo Maxi se alejaba de su casa y en cuales se acercaba?
b) ¢En qué instantes su velocidad fue 0?

c) ¢En qué intervalos de tiempo su velocidad fue positiva y en cuédles fue negativa?
¢QUuEé interpretacion tiene en este contexto una velocidad negativa?

d) Buscando coherencia con las respuestas anteriores, dibuja a mano un grafico apro-
ximado de una funcién que represente la velocidad en funcion del tiempo.

e) La funcién que describe la posicion de Maxi en funcién del tiempo responde a la

formulaf (x) = —2x 3+ 8§x 2. Determina la férmula de la funcién derivadaf’.
f) Volvé a analizar las preguntas anteriores considerando la informacion que brinda
f'(x).

Rectas tangentes

Problema 6 E gréafico mostrado corresponde a la funcién f (x) = 2x3—2x2+ 2x + 3.

a) Con una regla, de manera aproximada y sobre el gréfico de la funcion, trazd en cada
caso una recta tangente que cumpla con lo pedido.
() Su pendiente sea positiva y su ordenada al origen positiva.
(i) Su pendiente sea positiva y su ordenada al origen negativa.
(i) Su pendiente sea negativa y su ordenada al origen positiva.
(iv) Su pendiente sea negativa y su ordenada al origen negativa.
(v) Su pendiente sea 2.
(vi) Su pendiente sea —2.
(vi)) Su pendiente sea 2.

(vii) Su pendiente sea —2.
b) Para cada una de las rectas marcadas:

m indica las coordenadas de su punto de tangencia;
m calcula de manera analitica su ecuacion;
m compard el gréfico de la ecuacion obtenida con el trazado originalmente.

17
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Problema 7 Para cada caso, calcula las rectas tangentes a los graficos de las funciones
en los valores indicados.

a) f(x) = 3x2+ 2x—3 enx0=—1,x0=0yx0= 3,5.

b) g(x) = —x2+ 2x —5 en x0= xv (x del vértice).

c) h(x) = 3x3—3x2+ 2enx0=—2,x0=1yx0= 1.

d) ¢(X) = —2x3—8x 2+ 3x —5 en los puntos maximos y/o minimos de la funcion.

Problema 8 Encuentra los extremos locales de cada una de las siguientes funciones.
¢.Son maximos o minimos locales? ¢Cémo lo pueden decidir?

a) f(x) = 5x3—jx 2—x + 1
b) f(x) = —x 3+ jx2+x—1
c) f(x) = 1x3+x

Problema 9 Para la funcién f(x) = —x 3+ 2x2—x + 1, calcula la recta tangente a su
gréfico que posee la mayor pendiente.

¢Es verdad gue no existe una recta tangente al gréafico de la funciéon que posea la menor
pendiente?

Problema 10 Halla el I*, el | % los extremos (indicando si son relativos o absolutos) de
cada funcion y los puntos donde la recta tangente al grafico de la funcién tiene mayor o
menor pendiente posible. Para las funciones que incluyen senos, describilos verbalmente.

mf(x) =x -e>2< ®I(X) __sen(x) a i(x) = x2e+sen(x)
mg(X) = e~x

1 2400+2x3
"'hw = 1 +ex mk(x) =In(x2+ 1) e q(x)= X
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Problema 11

a) Dibujar con la mayor precisién posible el gréfico de la funcion derivada g'.

b) Dibujar con la mayor precision posible el gréfico de la funcién derivada h .

¢) Realiza un gréfico aproximado de la funcién f'.
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Unidad 4: Aplicaciones de la derivada

Analisis de funciones, estudio de problemas y optimizacion

Analisis de funciones

Problema 1 La recta tangente al grafico de una cierta funcionf en x = 0 tiene ecuacion
y = 5x —2.

a) ¢Cuénto valef'(0)?
b) Si en x = 3 la recta tangente tiene ecuaciony = —2x + 3, ¢cuanto valef (3)?
c) ¢Cdmo puede ser la formula de la funcion f ?

Problema 2 Consideren la recta L de ecuacion 'y = 1x + | y su punto A = (2,
Encuentren la ecuacion de una funcion cuadraticaf de modo tal que la recta L resulte
tangente al gréfico def en el punto A.

Problema 3 Para realizar observando el gréafico de la funcionf .

a) identifica un intervalo en el que se cumplan las siguientes dos condiciones:
f(x)>0 a f'(x)<O0
b) Identifica otro intervalo en el que se cumplan estas otras dos condiciones:

f(x)<0 a2 f(x)<0
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Problema 4 Dibuja el grafico de una funcién g (x) que cumpla las condiciénes g(x) < 0
yg'(x) > Oenelintervalo (- 1,4) y que ademas tenga un minimo local enx = - 1.

Problema 5 Seaf :R—*R [ f(x) = - x4+ 3x2- 6x + 4.

a) Identifica el mayor intervalo para el cual:
- f(x) > 0;
mf'(x) <0
m las ordenadas al origen de las rectas tangentes al grafico def en ese intervalo
son positivas.

b) Elegi un punto del intervalo identificado en el item anterior, calcula analiticamente la
recta tangente al grafico def en ese punto y corrobora que cumple con lo pedido en
el item anterior.

Estudio de problemas

Problema 6 Una camioneta de reparto va de una ciudad hacia otra, sobre una ruta,
para hacer una entrega. Luego de realizada la entrega, vuelve a la ciudad de origen. H
gréfico que se encuentra en el archivo recorrido_auto.ggb representa la distancia de la
camioneta a la ciudad de origen (medida en kilometros) en funcion del tiempo transcurrido
desde que salié a hacer el reparto (medido en horas).

a) Determina aproximadamente:

() a qué distancia se encuentra la ciudad de destino y cuanto tarda en llegar la
camioneta;

(i) cuanto tarda en hacer la entrega;

(i) en qué momento del trayecto (el tiempo y la posicién) la camioneta va a la mayor
velocidad y cudl es esa velocidad.

b) Realiza un grafico aproximado de la funcion que describe la velocidad de la camio-
neta en cada instante del trayecto.

Problema 7 Una pileta se esta llenando con agua mediante una canilla. En un momento
dado (que tomaremos como tiempo 0) se comienza a cerrar la canilla hasta que se llega
a cerrar totalmente. La cantidad de agua que contiene la pileta (en litros) en funcién del
tiempo (minutos) esta dada por la funcion:

f :[0;tl] * R/f(x)= x3- 30x2+ 300X + 1500

a) ¢Cudl es el tiempo tl en el cual la canilla se cierra totalmente?
b) ¢Cuantos litros de agua tenia la pileta cuando se comenz6 a cerrar la canilla?

c) ¢Cuantos litros de agua entraron a la pileta desde que se empez6 a cerrar la canilla
hasta que se termin6 de cerrar?

d) ¢Cual es la cantidad media (o promedio) de litros por minuto (m) que entraron a la
pileta desde que se comenzé a cerrar la canilla hasta que se terminé de cerrar?

e) ¢Cudl es la cantidad media de m que entraron a la pileta entre el minuto 3 y el minuto
5 después de que se empez6 a cerrar la canilla?
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f) ¢Cudl es la cantidad exacta de smque estaban saliendo por la canilla a los cuatro
minutos de haber empezado a cerrarla?

g) ¢Podrias definir una funciéon que describa la cantidad de agua que salia por la canilla
en cada momento entre que se empez0 y se termind de cerrar?

Problema 8 El depésito de descarga de un inodoro se llena desde que se aprieta €l
botén (aunque algunos todavia lo llamen tirar ja cadena) hasta que el flotante detiene la
carga y evita que se rebase. La formula de la funcién f calcula la cantidad de agua que
hay en el depdsito en ese intervalo de tiempo.

1 5 2
f:[0;tl]- RIf(t) = — t3—- 12+ 7t
o4 (0}

La cantidad de agua del depdsito esta medida en litros y el tiempo en segundos.

a) Si el deposito empieza a llenarse en t = 0 s. ¢(Cudl es el tiempo ti que tarda en
llenarse el deposito?

b) ¢Cuantos litros de agua contiene el deposito una vez lleno?
¢) ¢Qué cantidad de litros por segundo entran en el depdsito en el instante t = 0?

Problema 9 Un automdvil viaja por una ruta. La posicion del auto sobre la ruta (medida
en km) entre los momentos en que parte y en que llega a destino (medidos en minutos)
esté descripta por la funcion:

1 1
f :[0; tl]-> R / f(t) = - x3+ —x2+ 10
1 7200 40

a) Sabiendo que el auto no se detiene en su trayecto hasta llegar a su destino, ¢cudl es
el instante t1 en que llega a su destino?

b) ¢Qué distancia recorri6 el auto en su trayecto?

c) ¢Cual fue la mayor velocidad a la que fue el auto? Expresarla en km

Problema 10 Dos automoviles se mueven por una ruta seguin las siguientes funciones de
posicion, en donde la posicion esti expresada en kildmetros y el tiempo esta expresado
en horas.

m Automovil A f :[0;tA] —*R / f(x) = —x5+"x4—40x3+ 50x2+ 40
m Automovil B g:[0;ts]—*R / g(x) =—1x3+33x2+5

Se sabe que el auto A se detiene una vez durante su trayecto antes de finalizar su reco-
rrido. Del auto B se sabe que solamente se detiene cuando finaliza su recorrido.
a) Calcula los instantes tA y ts.

b) ¢Existe algin momento en el que se cruzan los dos autos? ¢Cudl es su velocidad en
ese momento?

c) ¢Existe algun instante en el que vayan a la misma velocidad? ¢Cuél es su velocidad
en ese instante?

d) ¢Cual de los dos autos fue a mayor velocidad? Justifica detalladamente tu decision.
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Optimizacién
Problema 11 Cortando cuadrados iguales de las esquinas de una plancha de carton de

50 cm x 30 cm, el cartdn puede plegarse para formar una caja.

a) ¢Cudl es el volumen de la caja que se
puede armar si el lado de los cuadrados
que se cortan mide 8 cm?

50 cm

b) ¢Y si mide 12 cm?

30 cm

c) ¢Cudl debe ser la medida del lado del
cuadradito cortado para que el volumen
de la caja que se arme sea lo mayor po-
sible?
Problema 12 Se pretende fabricar una lata cilindrica, con tapa, de 1 litro de capacidad.
¢,Cudles deben ser sus dimensiones para que se utilice el minimo posible de metal?

Problema 13 Halla las dimensiones que hacen minimo el gasto de material de un envase
con forma de paralelepipedo rectangular sabiendo que su volumen ha de ser | dm3y que
su ancho debe ser de 5cm.

Problema 14 Un agricultor dispone de $30000 para cercar un terreno rectangular. Usan-
do el rio adyacente como uno de los lados, el recinto sélo necesita 3 cercas que lo delimi-
ten. El costo de la cerca paralela al rio es de $50 por metro instalado, y el de la cerca para
cada uno de los lados restantes es de $30 por metro instalado. Calcula las dimensiones
del terreno de &rea méxima que puede cercar con el presupuesto del que dispone.
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Unidad 5: Integrales

Recorridos, llenados y areas

Variaciones de cantidades

Problema 1 Una pileta se esta llenando con agua mediante una canilla. En un momento
dado (que tomaremos como tiempo 0) se comienza a cerrar la canilla hasta que se llega
a cerrar totalmente. La cantidad de agua que contiene la pileta (en litros) en funcion del
tiempo (minutos) esta dada por la funcion:

9)

f:[o;tl]* R/  f(t) = t3—30t2+ 300t + 1500

¢Cudl es el tiempo t1 en el cual la canilla se cierra totalmente?
¢, Cuantos litros de agua tenia la pileta cuando se comenzé a cerrar la canilla?

¢ Cuantos litros de agua entraron a la pileta desde que se empez6 a cerrar la canilla
hasta que se terminé de cerrar?

¢Cual es la cantidad media (o promedio) de litros por minuto (m) que entraron a la
pileta desde que se comenzé a cerrar la canilla hasta que se terminé de cerrar?

¢Cual es la cantidad media de m que entraron a la pileta entre el minuto 3y el minuto
5 después de que se empez6 a cerrar la canilla?

¢Cual es la cantidad exacta de m que estaban saliendo por la canilla a los 4 minutos
de haber empezado a cerrarla?

¢ Podrias definir una funcién que describa la cantidad de agua que salia por la canilla
en cada momento entre que se empez0 y se terminé de cerrar?

Problema 2 Ante la misma situacion que el problema anterior, pero con otra pileta y otra
canilla, sabemos que la funciéon que describe la cantidad de agua que sale por la canilla
desde que se comienza hasta que se termina de cerrar esta dada por:

b)

c)

g:[0;tl]* R / g(t) = 2t2—116t + 882

¢Cudl es el tiempo t1 en el cual la canilla se cierra totalmente?

¢ Cuantos litros de agua entraron en la pileta durante el periodo en que se fue cerran-
do la canilla?

¢ Cuantos litros de agua entraron en la pileta durante los primeros 7 minutos en que
se estaba cerrando la canilla?
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d) ¢Podrias describir una formula que para cada instante t calcule la cantidad de agua
gue entr6 en la pileta desde que se comenz6 a cerrar la canilla?

e) Si cuando se comenzé a cerrar la canilla la pileta contenia 1000 litros de agua,
definan una férmula que calcule la cantidad de agua que contenia la pileta en cada
instante entre que se empez6 y se termind de cerrar la canilla.

f) ¢Cuantos litros de agua entraron a la pileta entre los minutos 5y 7?

Problema 3 La cantidad de litros de agua por segundo que salen por la compuerta de
una represa esta representada por la funcion:

1
f[0;t0]~ R/ f(t) = { 13—312+ 100

a) El instante tOes el momento en el que no sale mas agua por la compuerta. ¢Cual es
ese momento?

b) ¢Es verdad que a medida que transcurre el tiempo cada vez sale menos agua por la
compuerta?

¢) Calcula cuantos litros de agua salieron por la compuerta durante el tiempo para el
cual esta definida la funcion.

d) Si en el instante t0 el embalse de la represa tiene 20000 litros de agua. ¢Cuantos
litros tenia cuando comenz6 a cerrarse la represa?

e) Escribi la féormula de una funcion que calcule la cantidad de agua que habia en el
embalse para cada instante entre t = Oy t = tO0.

Problema 4 La cantidad de litros de agua por segundo que entran al embalse de un rio
esta representada por la funcién:

f:[0;5]~ R / f(t) = t3—16t2+ 77t+ 60

a) ¢Es verdad que a medida que transcurre el tiempo cada vez entra mas agua al em-
balse?

b) Calcula cuantos litros de agua entraron al embalse durante el tiempo para el cual
esta definida la funcion.

c) Sienelinstante t = 5 el embalse de la represatiene 30000 litros de agua. ¢ Cuantos
litros tenia en el instante t = 0?

d) Escribi la formula de una funcién que calcule la cantidad de agua que habia en el
embalse para cada instante entre t = Oy t = 5.

Problema 5 Un automovil esté detenido en un semaforo. Cuando el seméforo cambia
a luz verde se pone en marcha de tal modo que su velocidad estid dada por la siguiente
formula

11
v((tg = ---5613+ -512+ 3t

donde t se mide en segundos y v(t) en m.EI| auto sélo se detiene en el siguiente sema-
foro.

a) Indica cuantos minutos durd el trayecto realizado (de semaforo a semaforo)
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b) Indica en qué periodo de tiempo el conductor pisa el acelerador.
¢) ¢Qué distancia recorre mientras acelera?

d) ¢Cual fue la velocidad maxima alcanzada por el auto?

e) ¢Qué distancia separa ambos semaforos?

Calculo de areas

Problema 6 Calcula el area de la region bajo el gréfico de la funcién f(x) = 2x + 1
hasta el eje x entre:

7,
mx=0yx =19

mx=0yx

mx = 0yx =x0.

¢, Qué relacion existe entre la férmula de la funcion A(x), que calcula el area bajo el grafico
de lafunciénf entre Oy x, y la férmula de la funciéon f ?

Problema 7 Sea g(x) = —x(x —12), calcula el area bajo el grafico de g entre:

mx=0yx=12;
mx=1yx=10.

Problema 8

a) Calcula el area encerrada entre las funcionesf (x) = x3—6x 2+ 12x—6y g(x) = x.
b) Calcula el area encerrada entre las funcionesf (x) = x3—6x2+ 12x —6y g(x) =

Problema 9 Establecé mediante integrales el area de las regiones sombreadas.
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0) d)
Problema 10 Calcular el area de la regién encerrada por los graficos de las funciones.

a) f(x) =x2+1,g(x)=x+3
b) f(x) =-x2+1;g(x)=x+1
c) f(x) =x3—x + 1;g(x) =1x+1

d) f(x) =x3—x + 4; g(x) = —2x + 5; el gje x
Problema 11 Siendo

mf(x) =—x2+9 mg(x)=x2+1

El area encerrada por los gréficos de las funcionesf y g es:

5 5
O X2+ 9dx x2+ 1 dx
5 5
0 X2+ 9dx x2+ 1 dx
2
O x2+ 1 dx X2+ 9dx
—2 2
-5 2
0 X2+ 9dx x2+ 1 dx
-5 2
Problema 12 Si la regiéon encerrada por el grafico def (x) = —2x2+ 10x + 12 y el gje

X queda dividida por la recta x = a en dos regiones de igual area, entonces el valor de a
es:

0 06 O 2,5 12

Problema 13 Dada la funcionf (x) = x2—2x + 1

a) Calcula la ecuacion de la recta L que es tangente al grafico def enx0= 2.

b) Calcula el &rea encerrada entre el gréfico def , la recta L y el gréfico de g, siendo
g(x) =-x + 13.
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Problema 14 Dada la funcionf(x) = —3x2+ 4x + 5:

a) Calcula la ecuacion de la recta L que es tangente al grafico def enx0= 1.

b) Calcula el area encerrada entre el grafico de f , la recta L y el grafico de g, siendo
g(x) =x—1.

Problema 15 Calcula €l area sombrea-
da sabiendo que:

mf(x)=x2+4x + 6.
mg(x) = —2x2—4x + 1.

m Larecta L es tangente al grafico de
f en el punto (—3;f(—3)).

Problema 16 Calculd el &rea sombreada sabiendo que:
mg(x)=—3x+ 1.
B h(Xx) = —x2+ 4x + —.

mf es una funcién cuadratica que pasa por los puntos (0;2) y (1;4), y su vértice
pertenece a los gréficos de g y de h.
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Unidad 6: Integracidon de ecuaciones
diferenciales

Integrales indefinidas, diferenciales y calculo de variacion

Integrales indefinidas

Problema 1 Halla la expresion integrada de la férmula de las siguientes familias de fun-

ciones.
7
ay= 2x2+x—2dx e) X = -tdt
1
b) x = —3t4+ t2—t dt -
) DX="1 gt
1t 1
0 u= —,etdt gy= —3sen(t)dt
1
d w= - dy
y
Problema 2 Halla la expresion integrada de la formula de las siguientes familias de fun-
ciones.
) 18x2+ 54 e) y' = sen(p) *cos(p)
a) p=
3x3+ 27x+ 3 In(x)
18x2+ 54
D) P = 534 27x + 3
sen(t)
¢ g=sen(t) ~ecos() dt g a= In(cos(t)——r dt
cos(t)

d) r=(2x+3)ecos(X2+3X—1)dX h) g'= Vx2+2x+1+(10x + 10)

Integrales definidas

Problema 3 Una pileta se esta llenando con agua mediante una canilla. En un momento
dado (que tomaremos como tiempo 0) se comienza a cerrar la canilla hasta que se llega
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a cerrar totalmente. La funcion que describe la cantidad de agua que sale por la canilla
desde que se comienza hasta que se termina de cerrar esta dada por:

g:[0;9]" R [/ g(t=2t2—116t+ 882

a) Halla laforma integral y la forma integrada de la formula de una funcién a que calcule
para cada instante t la cantidad de agua que entr6 en la pileta desde que se comenzé
a cerrar la canilla, sabiendo que en ese momento la pileta contenia 1000 litros de
agua?
b) Utiliza la forma integrada para resolver.
() ¢Cuantos litros de agua entraron en la pileta durante el periodo en que se fue
cerrando la canilla?

(i) ¢Cuantos litros de agua entraron en la pileta durante los primeros 7 minutos en
gue se estaba cerrando la canilla?

(i) ¢Cuéntos litros de agua entraron a la pileta entre los minutos 5y 7?

Problema 4 La cantidad de litros de agua por segundo que salen por la compuerta de
una represa esta representada por la funcion:

a) Sabiendo que en el instante t = 10 el embalse de la represa tiene 20000 litros de
agua, defini una funcién y que calcule la cantidad de agua que habia en el embalse
para cada instante entre t = 0y t = 10. Expresa su formula en forma integral y en
forma integrada.

b) Utiliza la forma integrada para resolver.

(i) Calcula cuantos litros de agua salieron por la compuerta durante el tiempo para
el cual esta definida la funcion.

(i) ¢Cuantos litros tenia cuando comenz6 a cerrarse la represa?

Problema 5 La cantidad de litros de agua por segundo que entran al embalse de un rio
esta representada por la funcion:

f:[0;5] " R / f(t) =t3—16t2+ 77t+ 60

a) Sabiendo que en el instante t = 5 el embalse de la represa tiene 30000 litros de
agua, defini una funcién z que calcule la cantidad de agua que habia en el embalse
para cada instante entre t = 0y t = 5. Expresa su formula en forma integral y en
forma integrada.

b) Utiliza la forma integrada para resolver.

(i) Calcula cuantos litros de agua entraron al embalse durante el tiempo para el cual
esta definida la funcion.
(i) ¢Cuantos litros tenia el embalse en el instante t = 0?
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Problema 6 Un automdvil esta detenido en un semaforo. Cuando el seméaforo cambia
a luz verde se pone en marcha de tal modo que su velocidad esta dada por la siguiente
férmula

11
v ((t; = - B+ - 12+ 3t
20 5
donde t se mide en segundos y v(t) en m.EI| auto sélo se detiene en el siguiente sema-
foro.

a) Indici cuantos minutos dur6 el trayecto realizado (de semaforo a semaforo)
b) Indica en qué periodo de tiempo el conductor pisa el acelerador.

¢) Tomando la posiciéon del primer seméaforo como pO= 70m, defini una funciéon p que
calcule la posicién del auto para cada instante del recorrido entre semaforos. Expresa
su formula en forma integral y en forma integrada.

d) Utiliz4 la forma integrada para resolver.

(i) ¢Qué distancia recorre mientras acelera?
(i) ¢Qué distancia separa ambos seméaforos?

Ecuaciones diferenciales

Problema 7 Halla la expresion integrada de la formula de las siguientes familias de fun-
ciones.

1]
~

<
N

5 oy
3y dy'

ay'
b) y'

—2y3

Problema 8 Halla la expresion integrada de la formula de las siguientes familias de fun-
ciones.

a)y =k o) y' = ky2
b) y' = ky d y' = ky3

Ley de enfriamiento/calentamiento de Newton

De acuerdo con la ley empirica de Newton de enfriamiento/calentamiento, la rapidez con
la que cambia la temperatura de un cuerpo es proporcional a la diferencia entre la tempe-
ratura del cuerpo y la del medio que lo rodea, que se llama temperatura ambiente. Si T (t)
representa la temperatura del cuerpo al tiempo t, Tm es la temperatura del medio que lo
rodeay T' es la rapidez con que cambia la temperatura del cuerpo, entonces la ley de
Newton de enfriamiento/calentamiento traducida en una expresion matematica es

dT dT
— N T—Tm o} — = k(T—Tm;
dt m dt m

donde k es una constante de proporcionalidad. En ambos casos, enfriamiento o calenta-
miento, si Tm es una constante, se establece que k < 0.
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Problema 9 En un experimento se calentd un liquido hasta alcanzar una temperatura de
95 (OC. Inmediatamente después se lo dej6 enfriar al aire libre a una temperatura ambiente
de 20 OC. Suponiendo que el liquido se enfria seglin la Ley de enfriamiento de Newton
con una constante de proporcionalidad k = —0,2:

a) Escribi una formula que calcule la temperatura del liquido en cada instante t (medido
en minutos).

b) ¢Cudl era la temperatura del liquido luego de transcurridos 6 minutos desde que
comenzd a enfriarse?

C) ¢A partir de qué momento su temperatura se va a encontrar por debajo de los 25
oc?

Problema 10 En un experimento se calentd un liquido hasta alcanzar una temperatura de
85 (OC. Inmediatamente después se lo dejé enfriar al aire libre a una temperatura ambiente
de 15 OC. Suponiendo que el liquido se enfria segin la Ley de enfriamiento de Newton
con una constante de proporcionalidad k = —0,15:

a) Escribi una formula que calcule la temperatura del liquido en cada instante t (medido
en minutos).

b) ¢Cuél era la temperatura del liquido luego de transcurridos 4 minutos desde que
comenzo a enfriarse?

C) ¢A partir de qué momento su temperatura se va a encontrar por debajo de los 20
ac?

Problema 11 Se sac6 una botella con agua de una heladera que estaba a 5 0C y se la
dejé a una temperatura ambiente de 23 °C. Suponiendo que la temperatura del liquido
varia segun la Ley de calentamiento de Newton con una constante de proporcionalidad
k = —0,35:

a) Escribi una férmula que calcule la temperatura del agua en cada instante t (medido
en minutos).

b) ¢Cudl era la temperatura del agua luego de transcurridos 4 minutos desde que se
sac6 de la heladera?

c) ¢A partir de qué momento su temperatura se va a encontrar por encima de los 15
ac?

Dinamica poblacional

Uno de los primeros intentos para modelar el crecimiento de la poblacion humana por me-
dio de las matematicas fue realizado en 1798 por el economista inglés Thomas Malthus.
Basicamente la idea detras del modelo de Malthus es la suposicidon de que la razén con la
gue la poblaciéon de un pais varia en un cierto tiempo es proporcional a la poblacién total
del pais en ese tiempo. En otras palabras, entre mas personas estén presentes al tiempo
t, habra mas en el futuro. En términos matematicos, si P(t) denota la poblacion al tiempo
t, entonces esta suposicion se puede expresar como

dP )
— a P 0
dt

32



titii
I
W ' DE MORENO Andlisis Matemético (2214) - Licenciatura en Biotecnologia

donde k es una constante de proporcionalidad. Este modelo simple, falla si se consideran
muchos otros factores que pueden influir en el crecimiento o decrecimiento (por ejemplo,
inmigraciéon y emigracion), resultd, sin embargo, bastante exacto en predecir la poblacién
de los Estados Unidos, durante 1790-1860. Las poblaciones que crecen con una razoén
descrita son raras; sin embargo, aln se usa para modelar el crecimiento de pequefias
poblaciones en intervalos de tiempo cortos (por ejemplo, crecimiento de bacterias en una
caja de Petri).

Problema 12 Halla la formula de una funcién que calcule la cantidad de bacterias de
una poblacién para un cierto tiempo t suponiendo la DinAmica poblacional descrita, una
poblacién incial de 8000 individuos y una constante de proporcionalidad k = 0,4.

Utiliz4 la férmula hallada para calcular el tiempo que tardard en duplicarse el namero de
individuos.

Problema 13 La cantidad de individuos de una poblacién varia segun la Dinamica des-
crita. Ademas de crecer de manera proporcional con respecto a la cantidad de individuos,
también decrece de manera proporcional a la poblacién. Suponiendo una poblacién ini-
cial de 10000 individuos, una constante de proporcionalidad de 0,4 para los nacimientos
y una constante de proporcionalidad de 0,25 para las muertes, halla la formula de una
funcién que calcule la cantidad de individuos de la poblacion para cada instante t.

Utiliz4 la férmula hallada para calcular el tiempo que tardard en duplicarse el nimero de
individuos.

Problema 14 La siguiente figura muestra el campo direccional de la ecuacion diferencial

a) ¢Qué aobservan con respecto a campo direccional?
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b) Comparen las curvas solucién trazadas sobre la siguiente figura con laférmulay = x2+ C
para la soluciones de esta ecuacion diferencial.
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Problema 15 La siguiente figura es un campo direccional para dix = y —10

a) Dibujen la curva solucién para cada una de las siguientes condiciones iniciales:
() y=8cuandox = 0
(i) y =12 cuandox = 0
(i) y = 10 cuandox = 0

b) Como dx =y —10, cuandoy = 10, tenemos ~ = 10—10 = 0. Expliquen por qué
esto se relaciona con la respuesta del inciso (iii).

Problema 16 Las siguientes figuras muestran los campos direccionales para % = 2 —y

y et = ¥

a) ¢Cual campo direccional corresponde a cada ecuacion diferencial?
b) Tracen curvas solucién para cada campo direccional con las condiciones iniciales:

my=1cuandox =0
my=3cuandox = 0
my=0cuandox =0
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c) Para cada curva solucion, ¢qué pueden decir acerca del comportamiento de y a
largo plazo (para valores grandes de x)? En particular, a medida que x ~ ro, ¢qué
le ocurre al valor dey ?

Problema 17 Relacionen los campos direccionales de las siguientes figuras con sus co-
rrespondientes ecuaciones diferenciales.
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8
y'=—y y':senx
y' =Y y' = x—y
y' =X y' =4y,
y' =2

Problema 18 A continuacién se muestran los campos direccionales de las ecuaciones
diferenciales estudiadas en los problemas Problema 10 y Problema 12. Analicen qué
gréfico se corresponde con cada problemay expliquen por qué.

Ecuaciones diferenciales de segundo orden

Problema 19 Cuando un cuerpo se mueve bajo la accion de la gravedad sabemos que:

c .
dt? = —g, donde s es la altura del cuerpo sobre el suelo en el tiempo t y g es la acele-
racion debida a la gravedad. Al resolver esta ecuacién, primero se integra para obtener la

velocidad v = ds:

ds VO
= ot +
at 9

36



7' R

DE MORENO Andlisis Matemético (2214) - Licenciatura en Biotecnologia

donde v O es la velocidad inicial.
Al integrar de nuevo se obtiene: s = —2gt2+ v01+ sOdonde sO es la altura inicial.

La ecuacion diferencial 5& = —g recibe el nombre de ecuacion diferencial de segundo or-
den porque la ecuacion contiene una segunda derivada pero no derivadas superiores. La
solucién general a una ecuacién diferencial de segundo orden es una familia de funciones
con dos parametros, aqui vOy sO. Encontrar valores para las dos constantes corresponde
a seleccionar una funcién particular de esta familia.

Supongamos gue un cuerpo en la Tierra se mueve bajo una gravedad de g = 9, 8m.

a) Encuentren la solucién de la ecuacion diferencial ~5 = —g sabiendo que VO= 8m.
Hallen la distancia que recorrié el cuerpo al cabo de 0,5 segundos si fue lanzado
desde 3 m.

b) Encuentren la solucion de la ecuacion diferencial ng = —g sabiendo que SO= 3 m
y la velocidad inicial es vO= 10m.

m ¢ Qué distancia recorrié el cuerpo en el intervalo (0; 1)?
m ¢ Pueden anticipar, sin rehacer las cuentas, cuanto cambia la distancia recorrida
en el mismo intervalo de tiempo si se duplica la velocidad inicial?

Problema 20 No todas las ecuaciones diferenciales de segundo orden se pueden resol-
ver simplemente integrando dos veces. Consideren una masa m unida al extremo de un
resorte que cuelga del techo. Suponemos que la masa del resorte en si es insignificante
en comparacion con la masa m.

Direccién
positiva s

s=s0 (posicién inicial)

s-0 (equilibrio)

Cuando el sistema no se altera, ninguna fuerza neta actta sobre la masa. La fuerza de la
gravedad es balanceada por lafuerza que ejerce el resorte sobre la masa, y el resorte esta
en posicién de equilibrio. Si tiramos de la masa, sentimos una fuerza que tira hacia arriba.
Si, en cambio, empujamos hacia arriba la masa, sucede lo contrario: una fuerza empuja la
masa hacia abajo. ¢Qué sucede si empujamos la masa hacia arriba y luego la liberamos?
Esperamos que la masa oscile hacia arriba y hacia abajo alrededor de la posicién de
equilibrio. Para entender como se mueve la masa, necesitamos saber la relacion exacta
entre su desplazamiento s desde la posicion de equilibrio y la fuerza neta F ejercida sobre
la masa. Esperamos que cuanto mas lejos esté la masa de la posicion de equilibrio, y
cuanto mas el resorte se estire 0 se comprima, mayor sera la fuerza. De hecho, siempre
que el desplazamiento no es lo suficientemente grande como para deformar el resorte de
forma permanente, los experimentos muestran que la fuerza neta F es aproximadamente
proporcional al desplazamiento s:
F=—kes

donde k es una constante positiva y el signo menos significa que la fuerza neta esta en
la direccién opuesta al desplazamiento. El valor de k depende de las propiedades fisicas

37



UNIVERSIDAD
NACIONAL

DE MORENO Andlisis Matemético (2214) - Licenciatura en Biotecnologia

de un resorte en particular. Esta relacién se conoce como Ley de Hooke. Supongamos
gue empujamos la masa hacia arriba cierta distancia y luego la liberamos. Después de
soltar, la fuerza neta hace que la masa se acelere hacia la posicién de equilibrio. Por la
Segunda Ley del Movimiento de Newton, tenemos que F = m +a, donde m es la masay
a, la aceleracion. Siendo la aceleracion igual a:

d2s
a=—r
dt2
d2s . . -,
y lafuerza es F = —k s, resulta —k s = md”S, que es equivalente a la siguiente ecuacion
diferencial:
d2s k
—_— T = S
dt2 m
Por lo tanto, el movimiento de la masa se describe mediante una ecuacion doilgesrencial
de segundo orden. Como la masa oscila, la solucién a la ecuacion diferencial # = —s

involucra funciones trigonométricas (ya que se trata de un movimiento periédico):
s(t) = Clcos(t) + C2sen(t)

Si la masa de un resorte se desplaza élznsa distancia de sOy luego se la libera, encuentren
la solucion de la ecuacion diferencial = —s.

Problema 21 Comprueben que cada funcion es solucion de la ecuacion diferencial dada:

my = 2cos(t) + 3sin(t) essoluciondey" +y =0
my = 3sin(2t) + 2cos(21) essolucion dey" + 4y = 0

Problema 22 Verifiquen que lafunciony = A cos(t)+ B sin(t) es solucién de la ecuacion
diferencial y" +y = 0 para todos los numeros reales A y B.

Problema 23 Verifiquen que lafunciény = A sin(2t) + Bcos(2t) es solucion de la ecua-
cion diferencial y" + 4y = 0 para todos los numeros reales A y B.
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Unidad 7: Funciones de dos variables

Tablas, variaciones y graficos

Interpretacion y produccion de modelos

Problema 1 La siguiente figura muestra un mapa meteoroldgico tomado del Servicio
metereologico Nacional. Bl mapa ilustra la temperatura méaxima promedio del mes de
marzo, en grados (°C), en Argentina entre 1961 y 2009. Las curvas del mapa, llama-
das isotermas, dividen al pais en zonas segun si la temperatura promedio fue de 16, 18,
20, 22, 24, 26, 28, 30 6 32 grados. (Is6s quiere decir igual, y therme, calor). Observa
gue la isoterma que separa las zonas de 20 y 22 grados, por ejemplo, enlaza todos los
puntos donde la temperatura es exactamente de 22 °C. Los nimeros que aparecen sobre
los ejes son los los meridianos y paralelos.

TEMPERATURA MAXUM. MEDIA
Marao - Valor eissrana! - Serle 1gsi-3009

25.

-35

-40

-50-

55 ) )
70 -65 -0 Ko}

a) Calcula el valor promedio de temperatura maxima del mes de marzo en Moreno,
Ushuaia; Posadas, San Salvador de Jujuy, y Mar del Plata.
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b) ¢Cudl fue la temperatura maxima promedio en el punto (—60; —35)?

c) Determind un punto en el mapa donde la temperatura méaxima promedio fue de 20
ac.

Problema 2 Uno de los ejemplos més comunes de un diagrama de contorno es un mapa
topogréafico como el que se ilustra en la siguiente figura.

Este mapa indica la elevacion de la region y es una buena manara de tener una vista
general del terreno. En qué lugar estan las montafias, dénde los terrenos planos. Las
curvas de un mapa topogréfico, que separan elevaciones menores de las mas altas, se
denominan lineas de contorno porque describen el contorno o forma del terreno. Debido
a que cada punto situado a lo largo de un mismo contorno tiene la misma elevacion, las
lineas de contorno también se denominan curvas de nivel o conjuntos de nivel.

a) ¢Es cierto que si dos lineas de contorno estan cerca quiere decir que el terreno en
esa zona es mas abrupto?

b) ¢Se pueden cruzar dos curvas de nivel?¢ Por qué?

c) Traz& sobre el grafico una curva que describa una trayectoria sobre la cual el terreno
se eleve lo mas rapidamente posible.

d) ¢Es cierto que los diagramas de contorno y las graficas son dos maneras de repre-
sentar una funcion de dos variables?

Problema 3 Supongamos que un carnicero quiere saber cuanta carne comprara la gen-
te. Esto depende, en parte, de cuanto dinero tienen las personas y del precio de la carne.
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El consumo de carne, C (en kilos por familia, por semana), es una funcion que depende
del ingreso familiar, | (en miles de pesos por afio), y del precio de la carne, p (en pesos
por kilo). En notacion de funcién se escribe: C =f(1;p).

La siguiente tabla contiene informacion de una posible funcién de este estilo. Los valores
de p se muestran horizontalmente en la parte superior de la tabla, los valores de | verti-
calmente en el lado izquierdo, y los valores correspondientes def (1;p) se indican en la
tabla.

Precio de la carne !$/kg)

60 80 100 120

Ingreso familiar %0 265 259 251 243
por afio (en miles 00 4,14 4,05 394 388
de pesos) 150 511 5,00 4,97 484
200 535 529 519 5,07

250 5,79 5,77 560 5,53

a) ¢Cbémo varia el consumo de carne en funcién del ingreso familiar, si el precio de la
carne se mantiene constante?

b) ¢Coémo varia el consumo de carne en funcién del precio de la carne, si el ingreso
familiar se mantiene constante?

c) Decidi si los resultados de los limites son posibles para esta situacion y explica por
qué.

m lim f(I;p) = +ro m lim f(l;p)=0
II’!‘):E% PAYto

Problema 4 Halld una férmula para la funcion M = f(b, t), donde M es la cantidad
de dinero de una cuenta bancaria t afios después de una inversion inicial de b délares,
suponiendo que el interés se acumula a razén del 5 % con capitalizacion anual.

a) ¢Cbémo varia el monto acumulado para una inversion inicial determinada?

b) ¢Coémo varia el monto acumulado en funcién de la inversion inicial si se considera
una cantidad de afios fija?

Problema 5 Se sabe que un determinado auto consume un litro de nafta por cada 14
kilometros recorridos. Defini una funcién que calcule el costo en combustible de un viaje
realizado con ese auto en funcion de la distancia recorrida y del precio de la nafta.

a) Si la distancia recorrida por el auto es constante, ¢como varia el costo del viaje?

b) ¢Y si se considera constante el precio de la nafta?

Problema 6 El nimero, n, de nuevos automoviles vendidos en un afio es una funciéon
del precio de los automéviles nuevos, c,y del precio promedio de la nafta, g.

a) Si c se mantiene constante, ¢n es una funcién creciente o decreciente de g?
b) Si g se mantiene constante, ¢n es una funcién creciente o decreciente de c?
c) ¢En cudl de los dos casos la tasa de variacion es mayor?

42



titii
I
W ' DE MORENO Andlisis Matemético (2214) - Licenciatura en Biotecnologia

Problema 7 Cuando se inyecta un medicamento en el tejido muscular, aquél se difunde
en el torrente sanguineo. La concentracion del medicamento en la sangre aumenta hasta
alcanzar un maximo y después disminuye. La concentracion, C (en miligramos por litro),
del medicamento en la sangre es una funcién de dos variables: x, la cantidad (en mg) del
medicamento proporcionado por la inyeccién y t, el tiempo (en horas) desde que se aplico
la inyeccion. Se sabe que

C:[1;4] x [0; +r0) — »R tal que C=f(x,t) = te-t(5-x)
a) En los términos del problema, realiza interpretaciones de las secciones transversales:
-f(4;1) - f(x; 1)

b) Calcula en qué momento se dio la mayor concentracion en sangre si la inyeccién fue
de 1,5 mg.

c) Trazé los graficos de las secciones transversales def(a; t) paraa = 1, 2, 3,4 en
un mismo sistema de coordenadas (podés utilizar un deslizador en GeoGebra). ¢En
gué momento se da la mayor concentraciéon en sangre?

d) Halla la formula de una funcién que describa la velocidad con la que varia la concen-
tracion (en funcién del tiempo) para cada valor posible a de la inyeccion.

e) Halla una férmula que calcule el instante en que se da la mayor concentracién para
cada valor posible a de la inyeccion.

Problema 8 Se propone investigar la forma en que la demanda de café depende del
precio del café y del precio del té. Se supone que la demanda de café Q (en miles de
quilos por semana) depende del precio del café c y del precio del té t, ambos en dolares
por kilo de acuerdo con la férmula:

Q:(0;6]x(0;6]— »R tal que Q=f(c;t)=100E
c

a) Hacé una tabla que muestre el valor de Q para valores enteros de c y t. Es decir,
parac=1;2;3;4;5,6yt=1;2;3;,4;5;6.

b) Realiza los gréaficos de las curvas de demandaf(c; t0) con tO= 1;2;3;4;5;6y
relacionalos con los valores de la tabla.
¢,Como cambia la curva de demanda de café a medida que el precio del té aumenta?
Explicalo en términos de la demanda de café por qué esto es razonable.

c) ¢Es Q una funcién creciente o decreciente de c? ¢Es Q una funcion creciente o
decreciente de t? Justifica tu respuesta analizando las derivadas parciales y explica
en términos de la demanda de café por qué esto es asi.
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Sobre derivadas

Tabla de derivadas

f (x) fr(x)

k (ke R 0
a *x (aeR a
X2 2%

Xn nexn-1
ex ex

ax (aeRa>0) In(a)eax

In(x) (x> 0) .
sen(x) cos(x)
cos(x) —sen(x)

Reglas de derivacion

Seanf y g funciones derivables.

- [a«f (x)]" = a-f'(x)

m [f(x) £g(x)]" =f'(x) £g'(x)

m [f(x) «g(x)]" =f'(x) +g(x) +f(x) +g'(x)
fw. 0 +a(x) - f(x) *g'(x)
g(x) [9(x)]2

Regla de lacadena: [f (g(x))]' =f' (g(x)) *g'(x)

cong(x) = 0.
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